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Kapitel III

Definition. Seien a,b € k*. Falls die Gleichung az?+by? = 22 eine Losung (z,y, z) # (0,0,0)
in k3 hat, setze (a,b) = 1, sonst setze (a,b) = —1.
(a,b) heisst das Hilbert-Symbol von a und b beziiglich k.

Satz (II1, 1.1, 1). Seien a,b € k*, ky := k(v/b). Dann ist (a,b) = 1 < a € N(k;).

Satz (III, 1.1, 2). Seien a,a’,b,c € k*, a # 1 in Formel i1)2) und iv)2).

) (a,b) = (b.a), (a,?) =1

ii) (a,—a) =1, (a,1 —a) =1

iii) (a,b) =1 = (da’,b) = (ad',b)

iv) (CL7 b) = (CL, _a'b)7 <a7 b) = (CL, (1 - a)b)

Lemma (ITI, 1.2, 2). Seien p > 2, u,v € ZY. Dann ist (u,v) = 1.
Definition. Sei P die Menge der Primzahlen, V := P U {o0}, und Q4 := R.

Lemma (N&herungssatz, I11, 2.2, 2). Sei S & V endlich. Dann ist das Bild von Q dicht
mn HUGS Qv-

Bemerkung. Sei (7, )ves € [],cg Qu, dann existiert zu jedem € > 0 ein z € Q mit d(xz, z,) < ¢
fir alle v € S.

Theorem (III, 2.1, 3). Seien a,b € Q*. Dann ist (a,b), = 1 fir fast alle v € V' (alle bis
auf endlich viele) und es ist [] (a,b), = 1.

veV

Theorem (III, 2.2, 4). Sei I eine endliche Menge, (a;)icr mit a; € Q*, und sei (€;4)icrvev
mit €;, € {£1}. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Es gibt ein x € Q*, so dass Vi € I[,v € Vi (a;,x)y = €.



(b) Die folgenden drei Bedingungen sind erfillt:
(1) Fast alle €;, sind gleich 1.

(2) Fir allei e I ist ][],
(3) Yo eV:3x, € Qi:VieI: (a;,x)y = Ein-

Eiv = 1.

Kapitel IV

Satz (IV, 1.6, 3’). Wenn f die 0 reprdsentiert und nichtdegeneriert ist, dann ist f ~ fo+g
mit fs hyperbolisch. Ausserdem reprasentiert f alle Elemente von k.

Korollar (IV, 1.6, 3’, 2). Seien g, h nichtdegenerierte quadr. Formen vom Rang > 1 und
sei f = g—h. Dann ist dquivalent:

(a) f repr 0
(b) Es gibt ein a € k* das von g und h reprasentiert wird
(c) Es gibt ein a € k* so dass g—aZ? und h—aZ? die 0 reprisentieren

Definition und Satz. Ist f ~ a;X? + -+ + @, X? eine quadr. Form iiber dem Kérper k,
dann sei d(f) :=a,---a, € k*/k** und e(f) := [Tic;ai, a;5) € {£1}.

Ist f nichtdegeneriert, dann sind alle a; in £* und n ist der Rang von f.

Aquivalente quadr. Formen iiber Q, haben dieselben Werte n,d, €, die deshalb Invarianten
heiflen.

Fiir f ~aZ?+ g gilt e(f) = £(g)(a, d(g9)) und d(f) = ad(g)

Theorem (IV, 2.2, 6). Eine quadr. Form f vom Rang n dber Q, mit den Invarianten
d=d(f),e =e(f) reprisentiert 0 genau dann wenn:

i)n=2d=—-1

i) n=3,(-1,—d) = ¢
iii) n=4 und d # —1 oderd = 1,6 = (=1, —1)
w) n>5

Korollar. Eine quadr. Form f vom Rang n iber Q, mit den Invarianten d = d(f),e = e(f)
reprdsentiert a € Q;;/ @;2 genau dann wenn:

i)n=1,d=a
ii) n=2,(a,—d) =¢
iii) n =3 und —d # a oder —d = a,e = (—1,—d)

) n>4



